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§1.平行移動の図形的定義
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点 が曲面上にありその曲面上の距離を とする における接ベクトル

内で に平行移動し，さらに に於ける接平面に正射影したベクトル」を とすると，

と が非常に近いとき

を と

， と の違いは の 次の無限小

し

「
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一般に と を結ぶ曲線を ， を細かく分割

した点を順に とし 上の様に

次々に を まで移動する．

この時，分割の幅を限りなく小さくした極限

で定まる

は 経路 のみによって定まりかつ である

を考えると，

「 を に

．

これ 沿ってを Q まで平行移動したベクトル」

と言う．
u
�

Q//u
�

u
�

図形的定義.cg3

緯線に沿った移動(図形的).cg3
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§2.平行移動の式
単位球での例単位球での例単位球での例単位球での例 1 2
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よって に於ける接平面の と

単位球上の点を ，その曲面座標 を図の様に定めると，

基底ベクトルとして，次

法線ベクトル がとれる．

の

2 2

2

1 2

1 1 2

1

1

sin sin sin cos

,  sin cos , sin sin

in 0 cos

 ,   , ,   

sin cos

   sin sin =

,   , 

cos

p
e n

e e x

d

dx

x

d

dx

e e n

e
n

θ φ θ φ
θ φ θ φ

θ θ

θ φ
θ φ

θ

−     
     ≡ = ≡     
     
     

− 
 = − − 
 − 

�
�� �

�� �� �� ��
�

��

�

による

　　 　　

このとき， の で微分は 表される．

2
2

1
2

1

2

2

2

1
2

cos sin
cos

,         cos cos =  ,
sin

0

cos  sin
cos

   cos cos =  ,   
sin

0

sin cos

   sin sin = sin cos  sin  

0

d

dx

d

e
e

e
e

e
n

x

d
e

d

dx

θ φ
θ

θ φ
θ

θ φ
θ

θ φ
θ

θ φ
θ φ θ θ θ

− 
 =  
 
 

− 
 =  
 
 
− 
 = − − − 
 
 

��

��

��

��

��

��
�



4

1 1

1 2

1 1

11
11 1 11

2 2

2 2

2 2

121

,  P ,  ,     ,  

, ,  ,  ,   christoffel  ( ) .  

  

+ + ,     

 

,

   

  , 

e e n e e

x e e n e e

e e
e

x

d d

dx d
e Ln

x
= Γ Γ = Γ

�� �� �� ��
�

�� �� �� ��
�

�� ��

�� ��
�

一般に 曲面上の点 に於ける接平面の 法線ベクトル に対し， の

で表され特に の係数を 記号 接続係数 と呼
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単位球では
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に於ける接ベクトル 正方向へ平行移「 」を 動する時
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方向に平行移動した時 「 の接平面の成分 」だから

正方向に平行移動
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単位球では

正方向に平行移動 のとき，
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ただし， の 値ときのは の

正方向に平行移動のとき
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§3.四角形の周りを１周する時
単位球での例単位球での例単位球での例単位球での例

2

2

2

2

1

1

2 1

1

1

1 2 2

A B C D A  '

' 0, 0 

sin   
  

  AB

   (*)
 

CD 

A  

 

 

,

=  

v X e X e

v

v v v

X

X e X e

X

X

X

θ φ

θ θ φ

θ φ

= +

→ → → →

∆ ≡ − ∆ + ∆ ∆ ≈ ∆ ≈

∆ ≈ ∆ ∆

∆ ≈ − ∆ ∆

�� ��
�

�

�� ��
� � �

⋯

単位球上に図の様な四角形 がある．

に於ける 」を

と平行移動したベクトルを

の時

接ベクトル 「

とす

　　

と

　

る

　

，

2 1

2

1

1 2 2

, S sin .

(A 0, A 1) , | sin sin

 ,  | |=| sin ,  ,

| sin
               t

ABCD  

|

an ( ) = S 
| sin

  

|

|

|

S

v e v e S

v v v e v v

v S

v

v e

θ θ φ

θ θ φ θ

ψ θ

θ
ψ ψ

θ

∆ ∆ ≈ ∆ ∆

= = = ∆ ≈ ∆ ∆ ≈ ∆

′ ∆ ≈ ∆ ⊥

∆ ∆
∆ ≈ ∆ ≈ ≈ ∆

=

�� ���
� �

���
� � � � �

�

�

��
�

とすると

のとき

と のなす角を とする

四角形 の面積を

と だから

同様に， のと 1

1

, | ·1· sin

 ,  | |=| =1,  ,

|
               tan ( ) = S

|

|

|

|

| 1

(*) ,   S

v e S

v v v e v v

v S

v

θ φ θ θ φ

ψ

ψ ψ

ψ

 
 
 
 
 
 
 
 
 ∆ ≈ ∆ ∆ ≈ ∆ ∆ ≈ ∆
 

′ ∆ ∆ ⊥
 

∆ ∆ ∆ ≈ ∆ ≈ ≈ ∆
 
 

∆ ≈ ∆ 

���
�

���
� � � � �

�

�

き

と のなす角を とすると だから

即ち，　の図形的意味は

ψ∆
S∆

四角形を一周.ggb



7

2 1 2 1

1

1

1 1 1 2 1 2

1

2

2

2 2 

2

( ),  (

A   , B C D A   ',

=

4  , , ), ( , ), ( , ) .

 A ,

,   , , ,   ,  

b b C a b D a b

X

A a B a x x x x

v X e X e v

v v v X e X e X X Xx x

+ ∆ ∆ + ∆ ∆

= + → → → →

′∆ = − ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆

+

∆

+
�� ��

� �

�� ��
� � �
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曲面上の 点 を頂点とする
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§4.様々なテンソル
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§5.様々な曲面 (by Mathematica9)

一葉双曲面 双曲放物面 トーラス

1 2,    .

        (  Einstein .)

x x 方向への平行移動と，様々なテンソルの値が見れます

特に テンソルは，興味深い


