
12 【解答】 (1)

{
sin θ

(2 + cos θ)n

}′
=

cos θ(2 + cos θ)n − sin θ × n(2 + cos θ)n−1(− sin θ)
(2 + cos θ)2n

=
cos θ(2 + cos θ) + n sin2 θ

(2 + cos θ)n+1

=
2 cos θ + n − (n − 1) cos2 θ

(2 + cos θ)n+1 · · · (答)

(2) (1)の式は n = 0の時も成り立つから、n = 1, 2, 3 · · · のとき、
{

sin θ
(2 + cos θ)n−1

}′
=

2 cos θ + (n − 1) − (n − 2) cos2 θ

(2 + cos θ)n

∴
∫ π

2

0

2 cos θ + (n − 1) − (n − 2) cos2 θ

(2 + cos θ)n dθ =

[
sin θ

(2 + cos θ)n−1

] π
2

0
=

1
2n−1

· · · 1©

一方

∫ π
2

0

2 cos θ + (n − 1) − (n − 2) cos2 θ

(2 + cos θ)n dθ

= (n − 1)
∫ π

2

0

1
(2 + cos θ)n dθ + 2

∫ π
2

0

cos θ
(2 + cos θ)n dθ − (n − 2)

∫ π
2

0

cos2 θ
(2 + cos θ)n dθ

= (n − 1)In + 2Jn − (n − 2)Kn · · · 2©

1©, 2©より
(n − 1)In + 2Jn − (n − 2)Kn =

1
2n−1

(答) · · · 3©
(3)

2In+1 + Jn+1 =

∫ π
2

0

2 + cos θ
(2 + cos θ)n+1

dθ =
∫ π

2

0

1
(2 + cos θ)n dθ = In · · · 4©

Kn+1 − 4In+1 =

∫ π
2

0

cos2 θ − 4
(2 + cos θ)n+1

dθ =
∫ π

2

0

cos θ − 2
(2 + cos θ)n dθ = Jn − 2In · · · 5©

3©, 4©, 5©より ,

3(n + 1)In+2 − (4n + 2)In+1 + nIn = − 1
2n+1

(n = 1, 2, 3 · · · ) · · · 6©

問題 11 と同様にして (略)

I1 =

√
3

9
π · · · (答)

I0 を適当に定義すれば, 6©は n = 0の時も成り立つ。n = 0, 1, 2を順に 6©へ代入して

I2 =
2
√

3
27
π − 1

6
, I3 =

√
3

18
π − 5

24
, I4 =

11
√

3
243

π − 5
24

· · · (答)

Comment

6©は n < 0の時も成り立ちます。


