
16 【解答】

(i) (∗)が虚数解を持つとき, 3つの解を


α = p + qi
β = p − qi
γ = r

(p, q, rは実数)

とおくと、解と係数の関係より

{
(p + qi) + (p − qi) + r = 0
(p + qi)(p − qi) + r(p + qi) + r(p − qi) = −3

⇐⇒


2p + r = 0

p2 − q2

3
= 1

· · · 1©

実数 x に対し、関数 f (x) = −x3 + 3x を考えると、(∗)の実数解は、y = f (x)と y = k の交点の x 座標とな
る。よってグラフより

r < −2

ゆえに

|γ + 2| − |γ − 2| = |r + 2| − |r − 2| = −(r + 2) + (r − 2) = −4 · · · 2©

また 1©より、(∗)の虚数解は、pq 平面上において

双曲線C; p2 − q2

3
= 1 (p > 1)

上にある。Cの焦点は (±2, 0)だから,

|α + 2| − |α − 2| = |β + 2| − |β − 2| = 2 · · · 3©

2©, 3©より

|α + 2| + |β + 2| + |γ + 2| − |α − 2| − |β − 2| − |γ − 2| = 2 + 2 + (−4) = 0
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(ii) (∗)が 3つの実数解を持つとき,グラフより

−2≦α, β, γ≦ 2

ゆえに

|α + 2| + |β + 2| + |γ + 2| − |α − 2| − |β − 2| − |γ − 2|
= (α + 2) + (β + 2) + (γ + 2) + (α − 2) + (β − 2) + (γ − 2)

= 2(α + β + γ) = 0

(i),(ii)より
|α + 2| + |β + 2| + |γ + 2| − |α − 2| − |β − 2| − |γ − 2| = 0 · · · (答)


