
【解答】 (1)X を 0以上の整数, 0≦α < 1, h(x) = ax + bとすると X ≧ 1のとき

f(X + α) = f(X − 1 + α) + h(X − 1)

= f(X − 2 + α) + h(X − 1) + h(X − 2)
...

...

= f(0 + α) +
X−1∑
i=0

h(i)

= f(α) + a · X(X − 1)
2

+ bX

X を固定して、αに関し微分すると

f ′(X + α) = f ′(α)

f(x)が X = k(kは自然数)のとき微分可能であることから、任意の自然数 X に対し

{
lim

α→1−0
f(X + α) = f(X + 1)

lim
α→1−0

f ′(X + α) = f ′(X + 1) · · · 1©

1© の第 1式より

lim
α→1−0

{f(α)} + a · X(X − 1)
2

+ bX = f(0) + a · X(X + 1)
2

+ b(X + 1)

⇐⇒ 1 + c + +a · X(X − 1)
2

+ bX = a · X(X + 1)
2

+ b(X + 1)

⇐⇒ −aX + (−b + c + 1) = 0 ⇐⇒ a = 0, c − b + 1 = 0 · · · 2©

1© の第 2式 より

lim
α→1−0

f ′(α) = f ′(0) ⇐⇒ lim
α→1−0

(3x2 + 2cx) = 0 ⇐⇒ 3 + 2c = 0 · · · 3©

2©, 3© より

a = 0, b = − 1
2

, c = − 3
2

(2) (1)より

{
f(X + α)= f(α) − 1

2 X (X = 1, 2, 3 · · ·)
f(α) = α3 − 3

2 α2 (0≦α < 1)

よってmを自然数とするとき

∫ m

m−1

f(x)dx = − 1
2

∫ m

m−1

(m − 1)dx +
∫ 1

0

(α3 − 3
2

α2)dα = − m− 1
2

− 1
4

よって

∫ n

0

f(x)dx =
n∑

m=1

(
− m − 1

2
− 1

4

)
= − n2

4
· · · (答)


